PROBLEMAS
1.- Una pieza de madera se forma pegando 5 cubos idénticos dispuestos de tal forma que sus
caras en el plano forman la figura adjunta. Determinar todas las formas de ordenar este conjunto
de 25 piezas para formar un cubo 5 x 5 x 5. (Rotaciones y simetrias de una cierta disposicién no

se consideran).

2.- Un viajero llega a un pais en el cudl todos los habitantes son de dos tipos, siempre metirosos o
que siempre dicen la verdad. El viajero vio una casa y quiso asegurarse de que era una pension
donde poder pasar la noche. Se acerco a 2 personas y le preguntd al primero, pero recibié una
respuesta criptica, insuficiente para darle una respuesta. Le hizo la misma pregunta exactamente a
la segunda persona y recibi6 la misma respuesta. De ello dedujo que la casa era en efecto una
pension. ;Cual fué la criptica respuesta?.

3.- Muchos matematicos recreativos estan familiarizados con los dos cubos cuyas caras estan
numeradas de modo que pueda ser posible obtener cualquier dia del mes desde el 01 al 31. ;Coémo
deben estar numeradas las caras de 4 cubos para que sea posible obtener la mayor cantidad
posible de afios desde 1979?.

4.- La Isla de la Logica esta poblada por caballeros (que siempre dicen la verdad) y escuderos (que
siempre mienten). Un dia, cada habitante de la isla hace las siguientes declaraciones: “ Todos mis
conocidos se conocen entre si”’ y “ Entre mis conocidos, el nimero de caballeros no es mayor que
el nimero de escuderos”. Demostrar que el nimero de escuderos de la Isla de la Logica no es
mayor que el nlimero de caballeros.

5.- A) Se eligen dos niumeros enteros positivos. Su suma se revela a un 16gico A, y la suma de sus
cuadrados se revela a otro 16gico B. A A y B se les da esta informacion y la informacion
contenida en esta frase. La conversacion entre A y B es como sigue. B comienza, y dice B: “No
puedo decir cudles son los nimeros”

A: “No puedo decir cuéles son los nimeros”
B: “No puedo decir cudles son los nlimeros”
A: “No puedo decir cuéles son los nimeros”
B: “No puedo decir cudles son los nlimeros”
A: “No puedo decir cuéles son los nimeros”
B: “Ahora puedo decir cuales son los dos nimeros”

(Cuadles son los dos nimeros?

B) Cuando B al principio dice que no puede decir cuales son los nimeros, A recibe una gran
cantidad de informacién. Pero cuando a dice por primera vez que no puede decir cuales son los
numeros, B ya sabe que A no puede decirle cudles son los nimeros. ;Qué informacion le
proporciona a B escuchar a A?.

6.- Se te dan 216 bloques, cada uno de dimesiones 1 x 1 x 8. ;Es posible construir un cubo de
dimensiones 12 x 12 x 12 con esos bloques?.



7.- Alicia tropezo con Tweedledum y Tweedledee, que estaban haciendo muecas bajo un arbol

justo al lado de su casa. “Lo siento, pero no puedo distinguiros sin vuestros cuellos bordados”,

dijo Alicia. “Tendras que usar la l16gica”, dijo uno de los hermanos. En ese momento, sacé una

carta de una baraja - era la reina de corazones - y se la ensefio a Alicia. “Como ves, es una carta

roja. Ahora, una carta roja significa que aquel que la lleva dice la verdad, mientras que una carta

negra significa que el que habla estd mintiendo”. “Ahora mi hermano tamién tiene una carta roja o

negra en su bolsillo, y estd a punto de decir algo. Si su carta es roja, dird algo cierto, pero si es

negra diré algo falso. Tu mision consiste en averiguar si es Tweedledee o Tweedledum”. En ese

momento, el otro hermano dijo: “Soy Tweedledum y tengo una carta negra”. ;Quién era?.

8.- Probar que cualquier entero positivo impar que no sea multiplo de 5 tiene un multiplo con

todas sus cifras iguales a 1, por ejemplo 3 x 37=111,7x 15873 =111111.

9.- Sea ABC un tridngulo con AB = AC, y sea M el punto medio de BC, P el pie de la

perpendicular desde M hasta AC y N el punto medio de MP. Probar que BP 1 AN.

10.- Sea E una elipse (no circular). Encontrar el lugar geométrico de los puntos P del plano cuyas

tangentes a E tengan la misma longitud.

11.- Probar que el valor méximo del valor absoluto de:
2-(atib)-(x+iy)+i-(atib)-(z+iw)+i-(c+id) (x+Hiy)

donde 1= «/j ya,b,c,d, X,y, z, w son nimeros reales para los que:

a2+b2+c2+d2=x2+y2+zz+w2= 1

es 1+ «/5 . Estudiar el lugar geométrico de los pares de puntos P=(a, b, ¢, d) , Q=(x, y, z, w) de la

esfera unidad en el espacio real tetradimensional para los cuales este valor absoluto toma ese valor

maximo.

12.- Obtener mediante geometria plana, es decir, sin usar el calculo, una construccion para obtener

puntos en la envolvente de un conjunto de circulos cuyos didmetros son las cuerdas de un circulo

fijo que pasan a través de un punto fijo dado sobre dicho circulo. Determinar de igual modo la

naturaleza del lugar geométrico.

13.- En un circulo, una cuerda AB esta fija en su posicion y una cuerda movil CD es constante en

longitud. Encontrar el lugar geométrico de la interseccion de las bisectrices de los angulos ACD y

BDC.

14.- Encontrar el lugar geométrico del punto medio del segmento determinado por dos rectas

oblicuas en un plano variable que gira alrededor de un eje fijo, no coplanar con ninguna de las

rectas dadas.

15.- Un mercader tenia una pesa de 40 kg que se le cayd, rompiéndose en 4 pedazos cuyos pesos

respectivos eran nimeros exactos en kilos, y por medio de los cuales podia pesar cualquier carga

que fuese un nimero exacto de kilos comprendido entre 1 y 40, ambos inclusive. Determinar el

peso de cada uno de los 4 pedazos en que se rompid la pesa inicial.

16.- Dada la longitud de la base de un tridngulo variable y las posiciones de los pies de las alturas

sobre los otros dos lados, encontrar:

A) El lugar geométrico de los vértices opuestos a la base.

B) El lugar geométrico del pie de la altura sobre la base.



17.- Encontrar el lugar geométrico de los puntos P tales que los pies de las perpendiculares desde
P alos lados del tridngulo estan alineados.

18.- Los pares de tangentes a una conica se intersecan en una recta fija. Encontrar el lugar
geométrico de los puntos medios de las cuerdas de contacto.

19.- Dado un poligono convexo inscripto en una circunferencia, pruebe que la suma de los radios
de las circunferencias inscriptas en los triangulos de cualquier triangulacion (es decir,
descomposiciones del poligono en tridngulos, cuyos vértices sean vértices del poligono y que lo
recubran completamente sin solapamientos) es la misma.

20.- Denotemos por B(n) el n-ésimo niimero de Bell, es decir el nimero de particiones de un
conjunto de n elementos en subconjuntos disjuntos y no vacios.

(a) Pruebe que B(n) es par siy s6lo sin = 2 (mod 3).

(b) Caracterice los B(n) que son divisibles entre 3.

21.- Sea R un anillo cualquiera, I el conjunto de los x € R para los cuales existe algiin y=0 tal que
xy =0y D el conjunto de los y € R para los cuales existe algun x # 0 tal que xy = 0. Pruebe que
si R es infinito entonces o bien I = D = (0) o bien card(I) = card(D) = card(R).

22.- Se hace rodar una parabola sobre una linea recta fija. Encontrar el lugar geométrico de: a) su
vértice b) su foco.

23.- La esquina de una pagina de un libro se doble de tal manera que el tridngulo formado tiene

I J o . , 2 2
area constante. Probar que el lugar geométrico de la esquina es un 6valo de la curva: r” =a" sen(20)

24.- La base de un triangulo variable es fija, el vértice opuesto describe una linea recta dada.
Encontrar el lugar geométrico del centro de los nueve puntos y la envolvente de la recta de Euler.
25.- Un plano gira con una de dos rectas no coplanarias como eje. encontrar el lugar geométrico,
en el plano, de la interseccion del plano y la otra recta.

26.- Un punto se mueve de modo que sus polares respecto a dos conicas dadas se intersecan en
angulos rectos. Probar que el lugar geométrico de esta interseccion es una curva racional cuartica
que pasa por los puntos circulares, y encontrar sus puntos dobles.

27.- Si se dibuja una tangente desde un punto variable a una elipse, de longitud igual a n veces el
diametro semiconjugado en el punto, el lugar geométrico de su extremo sera una elipse concéntrica

con semigjes iguales a a«/n2 +1, b«/n2 +1.

28.- En el plano de un circulo dado, se dibuja un segundo circulo de radio fijo de modo que el eje
radical de ambos circulos pase a través de una punto fijo dado. Encontrar el lugar geométrico del
centro del segundo circulo.

29.- El angulo PAM rota alrededor de A e interseca una recta, que rota alrededor de B, en P y M.
Cuando M se mueve a lo largo del bisector perpendicular de AB, el lugar geométrico de P es una
hipérbola equildtera con centro en el punto medio de AB. Generalizar.



